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6.  Το αόριστο ολοκλήρωµα 

 
6.1  Το αόριστο ολοκλήρωµα 

Η έννοια του ολοκληρώµατος προκύπτει από την αντίθετη της παραγώγισης διαδικασία. Στη 
βασική του διατύπωση, το πρόβληµα είναι το εξής:   
 

  Αν δοθεί µια εξίσωση της µορφής  )(xf
dx
dy

= , ποια είναι η    )(xy ;
 

Η απάντηση εξαρτάται προφανώς από τη µορφή της συνάρτησης ) . Αν η )  είναι µια 

σταθερά, έστω a, η λύση της εξίσωσης 

(xf (xf

a
dx
dy

=  απαιτεί να βρούµε µια συνάρτηση ) , η 

οποία, όταν την παραγωγίσουµε ως προς  

(xy

x , να µας δώσει τη σταθερή ποσότητα a. Γνωρίζουµε 
από τη θεωρία της παραγώγισης, ότι η συνάρτηση  caxy += , όπου c µια σταθερά, έχει αυτήν 
την ιδιότητα. Αυτή είναι εποµένως η λύση της δοθείσας εξίσωσης. Μπορεί να αποδειχθεί ότι 
είναι η γενικότερη δυνατή και άρα η µοναδική λύση. 
 Η εύρεση της )  από την   επιτυγχάνεται µε παραγώγιση. Η αντίθετη διαδικασία, η 

οποία οδηγεί στην εύρεση της )  αν δοθεί η  

(xf )(xy

(xy
dx
dy , ονοµάζεται ολοκλήρωση. Συµβολικά 

γράφουµε:      

  Αν    )(xf
dx
dy

= ,        τότε        . (6.1) ∫= dxxfxy )()(
 

Ονοµάζουµε το    αόριστο ολοκλήρωµα της  ως προς ∫ dxxf )( )(xf x . Έτσι, µε λόγια,    

 

Αν η  είναι η παράγωγος της  ως προς )(xf )(xy x , 
τότε η  ισούται µε το αόριστο ολοκλήρωµα της  ως προς )(xy )(xf x . 

 

Ο προσδιορισµός ‘αόριστο’ θα γίνει σαφής όταν εξετάσουµε το ‘ορισµένο’ ολοκλήρωµα, στο 
επόµενο κεφάλαιο. 

 Η πράξη την οποία συµβολίζει ο τελεστής παραγώγισης 
dx

d (...)  ή )(... ′  είναι η εύρεση της 

παραγώγου της συνάρτησης που θα τοποθετηθεί στις παρενθέσεις. Ο τελεστής ολοκλήρωσης 
 συµβολίζει την αντίθετη διαδικασία, κατά την οποία αποκτάται η συνάρτηση της 

οποίας η παράγωγος είναι η συνάρτηση που βρίσκεται µέσα στις παρενθέσεις.   
∫ dx(...)

 

Αν )()( xf
dx

xdF
= , η συνάρτηση  ονοµάζεται αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  )(xF )(xf .

 

Η )  ονοµάζεται παράγωγος της ) . Αν η συνάρτηση )  είναι µια αρχική συνάρτηση 
της ) , τότε αρχική συνάρτηση της )  είναι και κάθε συνάρτηση  όπου 
c είναι οποιαδήποτε σταθερά, γνωστή ως σταθερά ολοκλήρωσης. 

(tf (xF (xF
(xf (xf cxFxG += )()( ,

 
 Παραθέτουµε τη διαδικασία λύσης µερικών απλών προβληµάτων ολοκλήρωσης:   
 

x
dx
dy

=    ⇒ cxdxxxy +== ∫ 2
2
1)(   επειδή  ( ) xcx

dx
d

=+2
2
1  

nx
dx
dy

=    ⇒ )1(
1

)(
1

−≠+
+

==
+

∫ nc
n
xdxxxy

n
n       επειδή       n

n

xc
n
x

dx
d

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+

+

1

1

 

xdx
dy 1

=    ⇒ cxdx
x

xy +== ∫ ln1)(     επειδή  ( )
x

cx
dx
d 1ln =+  
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x
dx
dy sin=     επειδή  ⇒ cxdxxxy +−== ∫ cossin)( ( ) xcx

dx
d sincos =+−  

ax
dx
dy sin=    ⇒ cax

a
dxaxxy +−== ∫ cos1sin)(  επειδή  axcax

adx
d sincos1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−  

x
dx
dy cos=    επειδή  ⇒ cxdxxxy +== ∫ sincos)(  ( ) xcx

dx
d cossin =+  

ax
dx
dy cos=    ⇒ cax

a
dxaxxy +== ∫ sin1cos)(  επειδή  axcax

adx
d cossin1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

xe
dx
dy

=        επειδή  ⇒ cedxexy xx +== ∫)( ( ) xx ece
dx
d

=+  

axe
dx
dy

=    ⇒ ce
a

dxexy axax +== ∫
1)(    επειδή  axax ece

adx
d

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1  
 
 

Σε όλα τα παραδείγµατα,  c είναι η σταθερά της ολοκλήρωσης.  
 

 

Είναι πάντοτε καλή τακτική να ελέγχουµε ότι παραγωγίζοντας 
το αποτέλεσµα επανακτούµε την ολοκληρωθείσα συνάρτηση. 

 

  
 Θα έχει ήδη γίνει σαφές ότι η ολοκλήρωση µιας συνάρτησης )  εξαρτάται από την 
ικανότητά µας να βρούµε µια αρχική της συνάρτηση )  [της οποίας η παράγωγος να είναι η 
υπό ολοκλήρωση συνάρτηση ) ]. Στην παραγώγιση µιας συνάρτησης ) , η διαδικασία 
είναι πάντοτε δυνατή αν είµαστε σε θέση να εκφράσουµε την )

(xf
(xF

(xf (xF
( xxF δ+  ως άθροισµα όρων 

γνωστών συναρτήσεων και να βρούµε το όριο ( ))()(lim
0

xFxxF
x

−+
→

δ
δ

 στη µορφή xxf δ)( . Η 

αντίθετη διαδικασία, η ολοκλήρωση, δεν είναι δυνατόν να τυποποιηθεί µε κάποιον τέτοιο 
τρόπο. Η διαδικασία που ακολουθείται είναι ο µετασχηµατισµός της ολοκληρωτέας 
συνάρτησης, µε διάφορους τρόπους, σε όρους οι οποίοι να µας είναι αναγνωρίσιµοι ως 
παράγωγοι γνωστών συναρτήσεων. Είναι λοιπόν απαραίτητο να γνωρίζει κανείς τις 
παραγώγους τουλάχιστον των πιο κοινών συναρτήσεων. Στο στάδιο αυτό, η αποστήθιση των 
ολοκληρωµάτων του πίνακα που ακολουθεί είναι απαραίτητη.   

 

Πίνακας στοιχειωδών αόριστων ολοκληρωµάτων 
 
 

  ∫ += cxdx

 )1(
1

1

−≠+
+

=∫
+

nc
n
xdxx

n
n

 

 

 

 cxdx
x

+=⎮⌡
⌠ ln1  

 

  ∫ += cedxe xx

 
 

  cxdxx +−=∫ cossin
 

  cxdxx +=∫ sincos

 

Σε όλες τις σχέσεις,  c  είναι η σταθερά ολοκλήρωσης.    
 

 Υπάρχουν πολλοί πίνακες ολοκληρωµάτων, από συνοπτικοί έως εξαιρετικά εκτενείς, στους 
οποίους τα ολοκληρώµατα συναρτήσεων κατατάσσονται µε συστηµατικό τρόπο για να µπορεί 
κανείς να βρει εύκολα ένα ζητούµενο ολοκλήρωµα. Και πάλι όµως, η αναγωγή τής 
ολοκληρωτέας συνάρτησης σε κάποιαν όσο το δυνατό πιο απλή µορφή είναι συνήθως το κλειδί 
για την εύρεση της απάντησης. Η χρήση τέτοιων µεθόδων εξαρτάται σε αποκλειστικό σχεδόν 
βαθµό από την πείρα που έχει κανείς στη λύση τέτοιων προβληµάτων. Οι δυνατότητες αυτής 
της διαδικασίας έχουν αυξηθεί σηµαντικά µε τη χρήση ορισµένων προγραµµάτων 
ηλεκτρονικών υπολογιστών, τα οποία, και έχουν κάνει την εύρεση του ζητούµενου 
ολοκληρώµατος πολύ γρήγορη, αλλά και έχουν τη δυνατότητα αλγεβρικού µετασχηµατισµού 
τής ολοκληρωτέας συνάρτησης, αν αυτή δεν υπάρχει αυτούσια στον πίνακα του προγράµµατος.   
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6.2  Ιδιότητες του αόριστου ολοκληρώµατος 

∆ίνονται, χωρίς απόδειξη, οι κυριότερες ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωµάτων. 
(Τα a, b, k είναι σταθερά. Ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση µιας συνάρτησης ως προς  x.)  
 
 

 
 

1 
 

( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                 (αθροιστικότητα)  

 

 
 

2 
 

== ∫∫ kdxxfkdxxfk ,)()( σταθερό   

 

 
 

3 baxzdzzf
a

dxbaxf +==+ ∫∫ ,)(1)(               (αλλαγή µεταβλητής) 
 
 
 

4 

 

cxfdx
xf
xf

+=⎮⌡
⌠ ′

)(ln
)(
)(    

   
 
 

 5 
 

dxxxuxxudxxxu ∫∫ ′−=′ )()()()()()( υυυ            (ολοκλήρωση κατά παράγοντες)  

 
 
 
 
 
 

6 

 

( ) ∫∫ ∫ ′
==

)(
)()()(

xg
dg

gfdg
dg
dxgfdxxgf        (αλλαγή µεταβλητής) 

 
 
 
 

7 
 

( )∫ ∫ ≡=′ )(,)()()( xgzdzzfdxxgxgf              (ολοκλήρωση µε αντικατάσταση)  

 

 

Τα παρακάτω Παραδείγµατα επιδεικνύουν την εφαρµογή αυτών των κανόνων. 
 

 
 
 Παράδειγµα 1   
 
 

Ιδιότητα 3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα   . ∫ + dxbax )(cos
 
 

 
 

Αντικαθιστούµε . Τότε είναι επίσης  baxz +≡ dxadz = ,  ή  adzdx /= . Εποµένως,  

 

  ∫∫ ++=+==⎮⌡
⌠=+ cbax

a
cz

a
dzz

aa
dzzdxbax )sin(1sin1cos1cos)(cos . 

 

Βεβαίως, µε την απόκτηση πείρας, και για ολοκληρώµατα τόσο απλά, µπορεί κανείς να γράφει 
το αποτέλεσµα απευθείας.  
 

 
 
 Παράδειγµα 2   
 
 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ⎮⌡
⌠

+ bax
dx

 . 
 
 

 
 

Ιδιότητα 4. Επειδή  έχουµε   dxabaxd =+ )( ,
 

  cbax
abax

baxd
abax

dx
++=⎮⌡

⌠
+
+

=⎮⌡
⌠

+
)ln(1)(1 . 

 
 

Παράδειγµα 3 
 
 
 

 
 
 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  . ∫ dxxx cossin3

 
 

 
 

Ιδιότητα 7. Επειδή , έχουµε  dxxxd cos)(sin =
 

  ∫∫ +== cxxdxdxxx 433 sin
4
1)(sinsincossin . 
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 Με αλλαγή της µεταβλητής (Ιδιότητα 3), γίνονται πιο γενικά τα ολοκληρώµατα του 
προηγούµενου πίνακα ολοκληρωµάτων:   
 

 

( ) ( )

)1(
)1(

1

−≠

+
+

+
=+∫

+

n

c
na

baxdxbax
n

n

 

 
 

cbax
abax

dx
++=⎮⌡

⌠
+

ln1    

 

 

∫ += ce
a

dxe axax 1

( ) ( ) cbax
a

dxbax ++−=+∫ cos1sin

( ) ( ) cbax
a

dxbax ++=+∫ sin1cos   

 
    

Ένας εκτενέστερος πίνακας δίνεται στο τέλος του κεφαλαίου. 
 

 
 
 Προβλήµατα  
 
 

1  Επαληθεύστε τα ολοκληρώµατα   
 

cbax
abax

dx
+⎮⌡

⌠ +=
+

2         caxx
ax

dx
+⎮⌡

⌠
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=

+
2

2
ln           ∫ +−= cxxxdxx lnln

 

παραγωγίζοντας τα αποτελέσµατα για να βρείτε τις ολοκληρωτέες συναρτήσεις. 
 

2  ∆είξτε ότι:   c
ax
ax

aax
dx

+⎮⌡
⌠

+
−

=
−

ln
2
1

22 .      Υπόδειξη:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=

− axaxaax
11

2
11

22 . 
 

3  ∆είξτε ότι:    c
a

adxa
x

x +=∫ ln
 .   Υπόδειξη:  . axxax eea lnln )( ==

 

4  ∆είξτε ότι: ( ) ce
a

c
e

e
ae

dx ax
ax

ax

ax ++−=⎮⌡
⌠ +

+
=

+
−1ln1

1
ln1

1
  Υπόδειξη:  ax

ax

ax e
e

e −

−

+
=

+ 11
1 . 

 

5  ∆είξτε ότι:    ckx
k

xdxkx +−=∫ 2sin
4
1

2
1sin 2 . 

 

6  ∆είξτε ότι:    cxk
k

dxkx +−=∫ cosln1tan   Υπόδειξη:  
kx
kxkx

cos
sintan = . 

 

7 ∆είξτε ότι:  ckxkkxa
ka

edxkxe
ax

ax +−
+

=∫ )cossin(sin 22   

   Υπόδειξη: ( )ikxikx ee
i

kx −−=
2
1sin . 
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7.4 Πίνακας στοιχειωδών αόριστων ολοκληρωµάτων 
   
 
 

1.    cxdx +=∫
 
 

2. )1(
1

1

−≠+
+

=
+

∫ nc
n
xdxx

n
n    

 

 

3. ⎮⌡
⌠ += cx

x
dx ln    

 
 

 

4. ⎮⌡
⌠ ++=

+
cbax

abax
dx ln1    

 

 

5. ce
a

dxe axax +=∫
1    

 
 

6. c
a

adxa
x

x +=∫ ln
   

 

 

7. cax
a
edxex

ax
ax +−=∫ )1(2    

 
 

 

8. caxxa
a
edxex

ax
ax ++−=∫ )22( 22

3
2      

 
 

 

9. ( ) c
e

e
a

ce
ae

dx
ax

ax
ax

ax +
+

=++−=⎮⌡
⌠

+
−

1
ln11ln1

1
   

 
 
 

10. ckx
k

dxkx +−=∫ cos1sin    

 
 

 

11. ckx
k

dxkx +=∫ sin1cos    

 

 

12. ckx
k

dxkx +−=∫ cosln1tan    
 
 

 

13. ckx
k

dxkx +=∫ sinln1cot    

 

 

14. ckxkx
k

ckx
k

dxkx
kx

dx
+−=+=⎮⌡

⌠ =∫ )cotecln(cos1
2

tanln1eccos
sin

   
 
 

 

15. ckxkx
k

ckx
k

dxkx
kx

dx
++=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎮⌡

⌠ =∫ )tanln(sec1
42

tanln1sec
cos

π    
 
 

 

16. ckxkkxa
ka

edxkxe
ax

ax +−
+

=∫ )cossin(sin 22    

 
 

 

17. ckxkkxa
ka

edxkxe
ax

ax ++
+

=∫ )sincos(cos 22    

 
 

 

18. ckx
k

xdxkx +−=∫ 2sin
4
1

2
1sin 2    

 
 

 

19. ckx
k

xdxkx ++=∫ 2sin
4
1

2
1cos2    

 

 

20. nmc
nm

xnm
nm

xnmdxnxmx ≠+
+
+

−
−
−

=∫ )(2
)sin(

)(2
)sin(sinsin     

 
 

 

21. nmc
nm

xnm
nm

xnmdxnxmx ≠+
+
+

+
−
−

=∫ )(2
)sin(

)(2
)sin(coscos     

 
 

 

22. nmc
nm

xnm
nm

xnmdxnxmx ≠+
+
+

−
−
−

−=∫ )(2
)cos(

)(2
)cos(cossin     

 
 

 

23. ⎮⌡
⌠ +−= ckx

kkx
dx cot1

sin 2    

 
 

 

24. ⎮⌡
⌠ += ckx

kkx
dx tan1

cos2     

 

 

25. c
a
x

aax
dx

+⎮⌡
⌠ =

+
arctan1

22    

 
 

 

26. c
ax
ax

aax
dx

+⎮⌡
⌠

+
−

=
−

ln
2
1

22     

 

 

27. cbax
a

dxbax ++=+∫ 2/3)(
3
2     

 
 

 

28. cbax
abax

dx
+⎮⌡

⌠ +=
+

2    
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29. ( ) cxaxaxaxdx
xa

x
+++−+=⎮

⌡

⌠

+
ln)(     

 
 

 

30. cxax
a
xadx

xa
x

+−−=⎮
⌡

⌠

−
)(arcsin     

 
 

 

31. caxxaaxxdxax +⎮⌡
⌠

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++=+ 222 ln

2
1    

 
 

 

32. c
a
xaxaxdxxa +⎮⌡

⌠
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=− arcsin

2
1 22222     

 
 

 

33. caxx
ax

dx
+⎮⌡

⌠
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=

+
2

2
ln     

 
 

 

34. c
a
x

xa

dx
+⎮⌡

⌠ =
−

arcsin
22

    

 

 

35.    ∫ +−= cxxxdxx lnln
 
 

 

 

36. cxa
a
xxdx

a
x

+−+=⎮⌡
⌠ 22arcsinarcsin     

 
 

 

37. cxa
a
xxdx

a
x

+−−=⎮⌡
⌠ 22arccosarccos    

 
 

 

38. ( ) cxaa
a
xxdx

a
x

++−=⎮⌡
⌠ 22ln

2
arctanarctan     

 
 

 

39. ( ) cxaa
a
xxdx

a
x

+++=⎮⌡
⌠ 22ln

2
arccotarccot    

 
 

  
 

Πίνακες Ολοκληρωµάτων. Βιβλιογραφία 

Σύντοµοι 

M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions (with formulas, graphs, 
 and mathematical tables). (Dover Publications, New York, 1965).   

 
 

M. R. Spiegel, Mathematical Handbook of Formulas and Tables.  
 (Schaum’s Outline Series in Mathematics, McGraw-Hill Book Company, 1968 κ.ε.).     

 
 

I. N. Bronshtein and  K. A. Semendyayev, Handbook of Mathematics. (Springer, 1985).     
 
Εκτενείς 

G. Petit Bois, Tables of Indefinite Integrals. (Dover, 1961 κ.ε.).   

 
 

H. B. Dwight, Tables of Integrals. (Macmillan, 1974). 
 
Πολύ εκτενείς 

I.  S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Table of Intagrals, Series and Products.  
 (Academic Press, 1980).   

 
 

A. P. Prudnikov, Yu. A. Brychkov and O. I. Marichev, Integrals and Series.  
 Vol. 1: Elementary Functions, Vol. 2: Special Functions. (Gordon and Breach, 1986).   
 
Πίνακες ολοκληρωµάτων υπάρχουν επίσης σε µαθηµατικά προγράµµατα ηλεκτρονικών 
υπολογιστών, όπως το MATHEMATICA και άλλα. 
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